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1.Introduction

♠ AdS/CFT対応

AdS5 × S5 時空上の
IIB型超重力理論

AdS5 : SO(2,4)

S5 : SO(6) ≃ SU(4)

⇔

⇔

N = 4 SU(N)

超対称 Yang-Mills

理論の強結合領域

4次元共形対称性

N = 4超対称性
の持つ R-対称性大域的対称性

(J. Maldacena, Adv.Theor.Math.Phys. 2 (1998) 231-252)
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10次元平坦時空中に D3-braneを置いたとき、D3-braneの近くを
見ると

AdS5 × S5 時空上の超重力理論
4次元のゲージ理論

の 2通りの見方が出来る× ×N D3-branes 5AdSS5 S5r=0 r r=0 rR1,3
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AdS/CFT on Torus

D-braneをトーラスに巻き付けることで
トーラス上の Super Yang-Mills (弱結合)

トーラスコンパクト化した AdS 空間上の Supergravity

(SYMの強結合領域に対応)

の間にも対応が成立する

Remark

T n上の SYMは globalな対称性として U(1)nを持つ
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2. Super Yang-Mills on T n+1

トーラス T n上の Euclid化した U(N) SYMの actionは次のよ
うに表せる (λ ≡ g2

Y MN )

SY M =
N

4λ

Z 1/TH

0
dt

Z L1

0
dx1 · · ·

Z Ln

0
dxn Tr

˘

F2
µν + 2(DµφI )2 − [φI , φJ ]2

+(fermion)
¯

この actionは global U(1)n+1 対称性を持つ
Aµ → Aµ + cµ · 1N

♣ Order parameterとして (spatial) Wilson loopを導入する

Wµ =
1

N
Trei

R Lµ
0 dxµAµ , (µ = 1, 2, . . . , n)

(ここで µの足については縮約していないことに注意)
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高温極限 TH → ∞ を取れば、SYM は bosonic YM on T n

になる (fermionは KK massを持ち decoupleする)

bosonic YMではWilson loopは
トーラスの周期 (Lµ)が大きい時は、U(1)対称性があるため
期待値を持たない (Lµ :大⇒ 〈Wµ〉 = 0)

トーラスの周期 (Lµ)が小さくなると、U(1)対称性が破れて
期待値を持つ (Lµ :小⇒ 〈Wµ〉 6= 0)

トーラスの各周期が同じ場合 (Lµ = L)でも Lを小さくして
いくとU(1)対称性は一つずつ破れて行く

ことが知られている (Narayanan-Neuberger-Reynoso, arXiv:0704.2591 [hep-lat])
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Motivation

n = 1のとき (SYM on S1)、U(1)対称性の破れは重力側で見る
と Gregory-Laflamme transitionと関係することが知られている
(Aharony-Marsano-Minwalla-Wiseman; hep-th/0406210)

そこで（重力側から）次のように推測できる
♠ L1 ≪ L2 ≪ · · · ≪ Ln ⇒ U(1)対称性は順次破れて行く
♣ L1 ∼ L2 ∼ · · · ∼ Ln ⇒ U(1)対称性は同時に破れる

一方、YM側からは
♦ Lµ = L ⇒ U(1)対称性は一つずつ破れる

果たして重力側では ♣, ♦のどちらの現象が起こるのだろうか？
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3. Gregory-Laflamme Transition

S1 に巻き付く black string解は、その周期がホライズン半径より
大きくなると不安定になる (Gregory-Laflamme, Phys. Rev. Lett. 70 (1993) 2837)

L

H
2r

Remark

metric perturbationによる解析から、black string解がある長
波長モードの揺らぎに対して不安定になることが分かる
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Black String solution

D 次元 black string解はD − 1次元 Schwarzschild black hole解
に S1 をファイバーすることで得られる

ds2 = −

0

@1 −

 

r
(n)
H

r

!D−4
1

Adt2 +
dr2

1 −

„

r
(n)
H

r

«D−4
+ r2dΩ2

D−3 + dy2,

T nをファイバーさせれば、より一般の black string解 (black

brane解)が得られる

ds2 = −

0

@1 −

 

r
(n)
H

r

!D−n−3
1

Adt2+
dr2

1 −

„

r
(n)
H

r

«D−n−3
+r2dΩ2

D−n−2+
n
X

i=1

dy2
i ,
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Thermodynamical quantities

全ての周期が Lのトーラス T nに巻き付いた black stringの
熱力学量は以下のようになる

Hawking temperature: T
(n)
H = D−n−3

4πr
(n)
H

Mass:

M(n) = 1

16πG
(D)
N

(D − n − 2)ΩD−n−2(r
(n)
H )D−n−3Ln

Entropy: S(n) = 1

4G
(D)
N

ΩD−n−2(r
(n)
H )D−n−2Ln

Free ennergy: F (n) = M(n) − T
(n)
H S(n)

=
ΩD−n−2

16πGD
N

(r
(n)
H )D−n−3Ln
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Thermodynamical Instability

トーラスに巻き付いた black brane解は周期 Lを大きくすると、
同じ温度の Schwarzschild black holeに対して熱力学的に不安定
になる

つまり black braneと black holeの free energyの大小がある周
期 Lc を境に入れ替わる

F (0) = F (n), when L = Lc

Remark

熱力学的不安定性は必ずしも重力解としての不安定性を意味
しない (二相共存状態になっており古典的には安定である)

Cascade of GL and Breakdown of U(1) in SYM, 6/16, 2007@関西地域セミナー – p.12/23



Black string (brane)の巻き付くトーラスの周期を変えたとき、
♣, ♦のどちらの現象が起こるか調べよう
それぞれに対応する重力側での transitionは次のようになる

♣の場合: BB on T n ⇒ BH

♦の場合: BB on T n ⇒ BB on T n−1 ⇒ · · · ⇒ BH

今回は free energyを比較する (YM側との対応を見易くするため)

Neutral black brane（準備）
D-brane（本番）
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4. GL Cascade of Black Branes

以下、無次元化した有効温度 (tH ≡ TH · L)を用いる

tC(n) : black n-brane on T nと black (n − 1)-brane on T n

の free energyが等しくなる（有効）温度
tGL(n) : black n-braneに GLモード（不安定モード）が出る
温度

温度を上げていったとき、どちらの不安定性（熱力学的と重力的）
が先に現れるかによって ♣と♦を判定できる
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?

BB on T n

BB on T n−1

t < tC(n)

♣

BB on T n−1

BB on T n

♦♦

BB on T n BB on T n−1

t = tC(n)

t = tGL(n)

♣
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Cascade of GL Transition

Black brane on R
7 × T 3 に対する臨界温度（左）と GL温度（右）

tC(1) 1.28

tC(2) 1.17

tC(3) 1.04

tGL(1) 1.30

tGL(2) 1.20

tGL(3) 1.08

この結果から
tC(n) < tGL(n) < tC(n−1)

温度を上げていく（Lを大きくする）と 3 → 2 → 1 → BH の
順で相転移が起る

⇓
♦が起こることが分かる (Cascade of GL)
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5. GL Cascade of D-branes

T p 上の SYMに対応する T pに巻き付いた Dp-braneを考える

Dp-brane on T p

ds2 = α′

(

U
7−p

2

gY M

p

dpN

"

−

 

1 −
U

7−p
0

U7−p

!

dt2 +

p
X

i=1

dy2
i

#

+
gY M

p

dpN

U
7−p

2

„

1 −
U

7−p

0

U7−p

«dU2 + gY M

p

dpNU
p−3
2 dΩ2

8−p

)

,

eφ = (2π)2−pg2
Y M

 

g2
Y M dpN

U7−p

!
3−p

4

, dp = 27−2pπ
9−3p

2 Γ

„

7 − p

2

«

ここで 0 ≤ yi ≤ Lとしている
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T-dual picture

Dp-braneのトーラスに巻き付く方向全てに T-dualをとる
⇒ T p上に一様分布した D0-brane

D0-brane on T p

ds2 =α′

(

−
U

7−p

2

p

dpλ

 

1 −
U

7−p
0

U7−p

!

dt2 +
p

dpλU
p−3
2 dΩ2

8−p

+

p

dpλ

U
7−p

2

2

6

6

4

dU2

„

1 −
U

7−p

0

U7−p

« +

p
X

i=1

dỹ2
i

3

7

7

5

)

,

eφ =(2π)2
λ

N

„

dpλ

U7−p

« 3
4 1

Lp
, λ ≡ g2

Y M N

ここで 0 ≤ ỹi ≤ (2π)2/Lである
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Description as SUGRA

SUGRAの記述が良い範囲は T-dualをとる前後で異なる

Dp-brane: 1
√

λ
′ ≪ tH ≪ λ

′ 1
3−p (p = 0, 1, 2)

1
√

λ
′ ≪ tH, 1 ≪ λ′ (p = 3)

D0-brane: tH ≪ 1 (λ′ ≡ λL3−p)

tH ≪ λ′1/(3−p) (p = 0, 1, 2), 1 ≪ λ′ (p = 3)

GL transitionが起る温度領域に応じて、そこでの良い描像をとる
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Comparison of Free Energy

Dp-brane on T pと D(p − 1)-brane on T p−1 の free energyを比
較する

F(p) = −
(5 − p)B(p)

L
N2λ

′ p−3
5−p

(p)
t
2(7−p)
5−p

(p)
,

t(p) =
(7 − p)u

5−p

2
0

4π
p

dpλ′
, B(p) ≡

1

211−2pπ
13−3p

2 Γ(9−p
2

)

 

4π
p

dp

7 − p

!
2(7−p)
5−p

Remark

’t Hooft coupling λ(p) は pに依らない

D(p − 1)が Dpより安定になる (F (p) > F (p − 1))のは

t < tC(p) ≡
A(p)
√

λ′
, A(p) =

„

(6 − p)B(p − 1)

(5 − p)B(p)

«
(5−p)(6−p)

4
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D3-brane on R
7 × T 3 に対する臨界温度（左）と GL温度（右）

tC(3) 2.87/
√

λ′

tC(2) 2.67/
√

λ′

tC(1) 2.40/
√

λ′

tGL(3) ?

tGL(2) ?

tGL(1) 2.29/
√

λ′

温度を下げる（Lを小さくする）につれて
D3 → D2 → D1 → D0と GL transitionが起こる

これは YM側の振る舞いと一致する
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GL and T-dual

同じ周期を持つトーラスの周期を同時に変えていったとき
Black brane: 周期 Lを大きくする
D-brane: 周期 L小さくする

につれて段階的に GL transitionが起こることを見た

一見、異なることが起きているように見える

しかし、D-braneの場合
Transitionは T-dualをとった側 (D0 picture)で起こっている
そのため、D0-brane 側で見ると周期 L が大きくなるにつれ
て transitionが起こる
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6. Summary

同じ周期を持つ高次元トーラスに巻き付いた black brane解
は、全ての周期を同時に大きくしたとしてもある一つの方向
から GL transitionを起し、一つ低い次元のトーラスに巻き付
いた black brane解になる
この相転移は一次相転移である
D-braneの場合は周期が小さくなるにつれて段階的に GL

transitionを起す
これは T-dualをとった D0 pictureで見れば black braneの場
合と同じである
これは dualな SYMで見られた U(1)対称性の破れ方と同じ
である
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